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do existujícího výpočetního kódu pro redukovaný Biotův systém ve 2D. Proveďte výpočetní analýzu
konvergence.
3. Na základě předchozích zkušeností navrhněte vhodnou volbu relaxačních parametrů pro oblast a puklinu
v závislosti na parametrech modelu, zajišťující konvergenci iteračního schématu.
4. Porovnejte výpočetní náročnost monolitického a iteračního řešení redukovaného Biotova systému
v závislosti na počtu elementů sítě a fyzikálních parametrech.
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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá numerickým řešeńım Biotova
systému v prostřed́ı s puklinami. Je odvozeno iteračńı schéma
typu fixed-stress splitting a popsána jeho implementace s využit́ım
knihovny FEniCS. Dále je provedena výpočetńı analýza konver-
gence v závislosti na relaxačńıch parametrech a na fyzikálńıch pa-
rametrech. Na základě předchoźıch zkušenost́ı je naržena volba re-
laxačńıch parametr̊u pro oblast a puklinu, zajǐst’uj́ıćı konvergenci
iteračńıho schématu. Nakonec je porovnána výpočetńı náročnost
monolitického a iteračńıho řešeńı redukovaného Biotova systému v
závislosti na počtu element̊u śıtě a fyzikálńıch parametrech.
Kĺıčová slova: poroelasticita, Biot̊uv redukovaný model, fixed-
stress splitting, monolitické řešeńı, iteračńı řešeńı
Abstract
This bachelor thesis deals with numerical solution of Biot’s sys-
tem in domains containing fractures. An iterative fixed-stress type
splitting is derived and its implementation using FEniCS library is
described. Further we perform computational convergence analysis
according to the dependency on tuning parameters and physical
parameters. Based on previous experience, we suggest a convenient
choice of tuning parameters for the domain and the fracture, en-
suring convergence of iterative scheme and compare computational
costs of monolithic and iterative solution depending on the quantity
of mesh elements and physical parameters.
Keywords: poroelasticity, Biot’s reduced model, fixed-stress split-
ting, monolithic solution, iterative solution
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2.2 Iteračńı (sekvenčně implicitńı) řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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V dnešńı době, kdy řeš́ıme spoustu environmentálńıch problémů, se snaž́ıme zapojo-
vat v́ıce ekologická řešeńı, jako je např́ıklad obnovitelná energie. Obnovitelná energie
je taková, která se v lidském časovém měř́ıtku přirozeně obnovuje, na rozd́ıl od neob-
novitelné energie, jako jsou třeba fosilńı paliva, které se v lidském časovém měř́ıtku
neobnovuj́ı a tak může doj́ıt k jejich vyčerpáńı, nebo náklady na těžeńı těchto paliv
budou tak vysoké, že je už nebude ekonomicky v̊ubec výhodné použ́ıvat. Mimo to
většina neobnovitelné energie negativně přisṕıvá ke změně klimatu.
Jedńım z typ̊u obnovitelné energie je geotermálńı energie, kdy využ́ıváme tepelný
projev zemského jádra. Toto využit́ı geotermálńı energie je ne vždy obnovitelné -
některé zdroje geotermálńı energie lze vyčerpat v horizontu deśıtek let, a velkou
nevýhodou je také velká závislost na geografickém umı́stěńı.
V systému Hot Dry Rock (HDR) jde o využit́ı akumulovaného tepla v hlu-
binné zóně s vysokou propustnost́ı. Takovou zónu je obvykle nutné uměle vytvořit,
např́ıklad s využit́ım existuj́ıćı śıtě puklin. Pomoćı Biotovy teorie poroelasticity
chceme sledovat, studovat proces otev́ıráńı pro využit́ı geotermálńı energie.
Biotova poroelasticita je soustava rovnic, která popisuje interakci mezi prouděńım
a deformaćı porézńıho média. Z takové interakce můžeme zjistit, jak se bude puklina
v tomto médiu otev́ırat či zav́ırat, pokud do ńı budeme vtláčet kapalinu pod velmi
vysokým tlakem.
Ćılem této bakalářské práce je seznámeńı se s řešeńım Biotových rovnic poroelas-
ticity a porovnáńı náročnosti dvou metod řešeńı: monolitické a iteračńı. K porovnáńı
těchto dvou řešeńı je použita výpočetńı knihovna FeniCS.
1.1 Porézńı materiály
Celý náš okolńı svět je obklopen porézńımi materiály, některé z nich jsou př́ırodńı,
jiné jsou uměle vyrobené člověkem. Existuje jich mnoho v r̊uzných formách - patř́ı
sem granulované maateriály (např. ṕısek), kde každá částice křemenu má jinou
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velikost a částice nejsou pevně spojené, proto jimi může tekutina volně protékat
bez větš́ıho odporu - toto jsou takzvané granulované materiály. Naopak např́ıklad
ṕıskovec, což jsou částice ṕısku pevně spojené kalcitem a j́ılem, je porézńı pevnou
látkou. Přestože jsou částice ṕıskovce k sobě pevně spojeny a tekutina nemůže skrz
ṕıskovec protékat tak volně jako hromadou ṕısku, může být obecně porézńı pevná
látka dobrým vodivým médiem. V každém porézńım médiu se přirozeně vyskytuj́ı
póry, puklinky nebo trhliny, v nichž se může kapalina š́ı̌rit. Velikost pór̊u se obecně
v každém porézńım médiu lǐśı, v závislosti na tom, jak vznikalo. Např́ıklad vul-
kanická hornina má póry o velikosti až jednoho centimetru - při chlazeńı lávy se
vytvořily plynové bublinky z rozpouštěńı těkavých látek [1]. Daľśı porézńı horninou
je např́ıklad žula, která je krystalickou horninou a pro HDR systém je žulový masiv
vhodný. Schopnost porézńıho materiálu propouštět vodu se nazývá permeabilita
(propustnost).
Většina př́ırodně vyskytuj́ıćıch se materiál̊u je porézńıch. I lidské tělo je porézńım
materiálem. Mezi uměle vytvořené porézńı materiály patř́ı např́ıklad beton (tato
látka má relativně malou propustnost) nebo r̊uzné stavařské pěny.
1.2 Modelováńı hydraulického štěpeńı
Hydraulické štěpeńı je metoda pro tvorbu puklin v horninovém masivu. Tato metoda
neńı pro náš svět nič́ım novým; prvńı aplikace proběhly již v roce 1947 [2]. Jde o
vytvořeńı hlubinného vrtu, do kterého se poté vtláč́ı kapalina pod velmi vysokým
tlakem. Pokud tlak kapaliny překoná pevnost horniny, dojde k jej́ımu rozštěpeńı
a tvořeńı puklin, kterými se poté kapalina dále š́ı̌ŕı (nejčastěji horizontálně) a t́ım
zvětšuje puklinu [3].
Při tvořeńı puklin mohou nastat r̊uzné př́ıpady - pukliny r̊uzné š́ı̌rky, r̊uzného
směru a délky, ale jen určité pukliny jsou použitelné pro konkrétńı pr̊umyslové apli-
kace. Tvořeńı puklin je možné částečně ovlivnit, např́ıklad do určitého směru či
typu pukliny. Ovlivněńı tvorby prob́ıhá změnou tlaku, teploty nebo změnou kapa-
liny, která je použitá pro tvorbu puklin [1].
Systémy HDR vyžaduj́ı, aby horniny byly v hloubce rozpraskány. Tvoř́ı se (mi-
nimálně) dva vrty, do kterých se vtláč́ı kapalina, která vytvoř́ı pukliny v okoĺı konce
vrtu. Tyto dva vrty jsou k sobě dostatečně bĺızko, tak, aby vytvořené pukliny byly
propojené a mohly mezi sebou komunikovat. Do jednoho vrtu se čerpá voda, která
se ohřeje od okolńı horniny a pak se vrát́ı na povrch druhým vrtem.
Modelováńı hydraulického štěpeńı je žádoućı a výhodné v př́ıpadech, kdy chceme
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např́ıklad předej́ıt nežádoućı seismicitě nebo ovlivnit vlastnosti propustné zóny.
1.3 Biot̊uv model a jeho varianta pro prosťred́ı s pukli-
nami
Maurice Anthony Biot (1905-1985) byl belgicko-americký aplikovaný fyzik, který se
vedle př́ıspěvk̊u v oblasti termodynamiky, letectv́ı, zemětřeseńı, geofyziky a elektro-
magnetismu, považuje za zakladatele teorie poroelasticity.
Prvńım krokem k moderńı teorii poroelasticity bylo představeńı obecné troj-
rozměrné teorie pružné deformace v nasyceném tuhém mediu [4]. Tato teorie však
nebyla ještě úplně dokonalá, nebot’ byla omezena na izotropńı př́ıpad. V 50. letech
minulého stolet́ı M. A. Biot svou teorii rozš́ı̌ril na anizotropńı př́ıpady a odvodil rov-
nice pro dynamickou odezvu porézńıch médíı [5], [6]. Přestože tato forma Biotovy
teorie již źıskala mnoho úspěch̊u a využit́ı, stále šlo pouze o teorii s předpokladem
lineárńı elasticity. Až o několik let později, v 70. letech 20. stolet́ı, byla tato teo-
rie znovu upravena a zdokonalena pro obecněǰśı př́ıpady, kdy M. A. Biot zahrnul i
možnost nelineárńı elasticity [7].
Základńı myšlenky teorie poroelasticity spoč́ıvaj́ı v tom, že tlak kapaliny přisṕıvá
k celkovému namáháńı v porézńım médiu a samotný tlak kapaliny může napnout
porézńı medium. V takovémto pórovitém médiu docháźı k pohybu kapaliny kv̊uli
rozd́ıl̊um tlaku kapaliny v pórech, které souviśı s mechanickým zat́ıžeńım porézńıho
média. V d̊usledku toho může doj́ıt k posunu, otv́ıráńı nebo zav́ıráńı puklin.
Nelineárńı chováńı je obvykle asociováno se vznikem a š́ı̌reńım puklin [1]. Pro
náš př́ıpad uvažujeme médium, které má pevný skelet (dále označované jako mat-
rice). Předpokládáme, že kapalina je nestlačitelná a že porézńı medium stlačitelné
je. Biotova teorie pracuje s předpokladem rozkladu vnitřńıho napět́ı v plně saturo-
vaném médiu. Toto napět́ı lze rozdělit na dvě části: rovnováha sil v hornině a zákon
zachováńı hmotnosti v tekutině.
Rovnováha sil v hornině popisuje změnu tvaru media (deformace matrice) a je
popsána touto rovnićı:
−∇ · σ + α∇p = f , (1.1)
kde σ představuje tenzor napět́ı, α je Biot̊uv koeficient, p popisuje tlak v pórech a
f představuje objemovou śılu.
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Materiálový zákon zahrnutý v Biotově teorii se nazývá Hook̊uv zákon:
σ = 2µε(u) + λ(∇ · u)I. (1.2)
Zde µ, λ jsou Lamého parametry, ε(u) je tenzor malých deformaćı, u je vektor
posunut́ı a I je jednotková matice. Zákon zachováńı hmotnosti v tekutině je popsán
rovnićı:
∂t(Sp+ α∇ · u)−∇ · q = g, (1.3)
kde prvńı člen ve tvaru časové derivace je př́ır̊ustek objemu kapaliny za jednotku
času.Vektor q se nazývá Darcyho tok nebo Darcyho rychlost a popisuje výtok na
jednotku plochy. S znač́ı storativitu (někdy značeno také jako 1/M) a g představuje
zdroj objemové śıly.
Darcyho zákon pro tok tekutin porézńım médiem představuje rovnice:
q = −κ∇p, (1.4)
kde κ je hydraulická vodivost media, µ popisuje viskozitu média,∇p popisuje celkový
pokles tlaku.
Rovnice (1.1) - (1.4) jsou známé jako tzv. Biot̊uv systém pro deformovatelné
porézńı médium. Pro prostřed́ı obsahuj́ıćı pukliny byl pomoćı tzv. dimenzionálńı
redukce odvozen Biot̊uv systém, který bude popsán v kap. 3 a který je hlavńım
předmětem studia této práce.
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2 Přehled numerických metod pro klasický
Biot̊uv model
Jako téměr všechny parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR), i Biot̊uv systém nemá (až
na několik specifických př́ıpad̊u) analytické řešeńı, proto se většinou muśı vyřešit
numericky.
Numerické metody, jako např. metoda konečných prvk̊u, aproximuj́ı PDR sou-
stavu algebraických rovnic. Pro numerické řešeńı Biotových rovnic jsou v dnešńı
době použ́ıvány předevš́ım dva př́ıstupy: plně implicitńı (monolitický) a sekvenčně
implicitńı (iteračńı). Plně implicitńı př́ıstup vyžaduje řešeńı celé soustavy rovnic
současně, což přináš́ı výhodu bezpodmı́nečné stability, ale vyžaduje robustńı me-
tody a předpomiňovače.
Sekvenčně-implicitńı př́ıstup nab́ıźı větš́ı flexibilitu v návrhu kódu a použit́ı spe-
cializovaných metod pro řešeńı d́ılč́ıch problémů, než plně implicitńı př́ıstup [8].
2.1 Monolitické (implicitńı) řešeńı - p̌ŕımé a iteračńı
metody
Numerické řešeńı rovnic (1.1) - (1.4) představuje výzvu, protože rovnice pružnosti a
prouděńı jsou plně svázány a vzniklá matice má složitou strukturu. Pro monolitické
řešené se použ́ıvaj́ı dva základńı typy metod - př́ımé a iteračńı.
Uvažujeme soustavu
Ax = b (2.1)
s matićı A ∈ Rn×n a vektorem pravých stran b ∈ Rn. Nejznáměǰśı př́ımou metodou
je ř́ıdká LU dekompozice (Gaussova eliminace) pro řešeńı lineárńı soustavy rovnic.
Jej́ı maticová reprezentace je
A = LU, (2.2)
kde L a U jsou trojúhelńıkové (tedy snadno invertovatelné) matice. Tato metoda
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je robustńı, velmi jednoduchá a použitelná obecně pro regulárńı matice. Je to do-
poručená metoda pro systémy s až několika tiśıćı neznámými (v praxi i v́ıce, pokud
je matice ř́ıdká) a proto může být dobrou volbou pro mnoho 2D problémů a menš́ı
3D problémy. Pro větš́ı problémy se ř́ıdký LU rozklad zpomaluje a rychle se vyčerpá
pamět’, protože ř́ıdká matice se rychle zaplńı [9]. Cena klasické Gaussovy eliminace
a Gaussovy eliminace s pivotaćı měřená počtem aritmetických operaćı pro regulárńı
matici je stejná. Př́ımý chod Gaussovy eliminace vyžaduje pro matici řádu n × n
až O(n3), viz tabulku 2.1 [10]. Pro velké problémy jsou dobrou alternativou iteračńı
metody, které jsou flexibilněǰśı a vyžaduj́ı o dost méně paměti.





















Iteračńı řešiče použ́ıvaj́ı v prvńım kroku počátečńı odhad řešeńı a každá k −
tá iterace vycháźı z minulého spočteného řešeńı. Tento proces se opakuje až do
doby, kdy metoda zkonverguje. Zastaveńı iteračńı metody je zajǐstěno takzvanými
zastavovaćımi kritérii, př́ıpadně maximálńım možným počtem iteraćı.
V problémech numerické lineárńı algebry často vznikaj́ı matice, které jsou velké
a ř́ıdké, a mohou být řádu několika milión̊u či dokonce miliard. V jiných př́ıpadech
nemuśı být matice př́ılǐs velká, ale může mı́t komplikovanou strukturu, může např.
obsahovat bloky vyjádřené maticovou funkćı, jež je velmi drahé sestrojit. Často pak
jedinou operaćı, kterou jsme schopni s matićı levně a efektivně provést, je násobeńı
matice s vektorem.
Iteračńı metody si vysvětĺıme na řešeńı klasických systémů lineárńıch rovnic,
ve tvaru Ax = b, kde A ∈ Cn×n je regulárńı matice a b ∈ Cn. Ćılem iteračńıch
metod je nalezeńı dobré aproximace xk přesného řešeńı x v co nejmenš́ım počtu ite-
raćı. U klasických iteračńıch metod posuzujeme jejich konvergenci v asymptotickém
smyslu (rychlost konvergence je kvantifikována limitou pro počet iteraćı rostoućı
nade všechny meze, přičemž konvergence metody nebere v úvahu možný počátečńı
přechodový jev). Naproti tomu metody Krylovových podprostor̊u dávaj́ı v přesné
aritmetice přesné řešeńı soustavy v nejvýše n kroćıch. V praxi nás zaj́ımá dosažeńı
dostatečně přesné aproximace řešeńı v co nejmenš́ım počtu krok̊u i a přechodový
jev nemá u metod Krylovových podprostor̊u smysl [10, s. 168].
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Mezi klasické iteračńı metody patř́ı Jacobiho metoda a Gauss-Seidelova metoda.
Tyto metody jsou velmi jednoduché, avšak konverguj́ı poměrně pomalu a lze je
použ́ıt pouze na ostře diagonálně dominantńı matice. Mezi často použ́ıvané iteračńı
metody patř́ı předpomı́něné Krylovovy řešiče. Předpodmı́něńı soustavy je proces,
kdy se snaž́ımě modifikovat p̊uvodńı soustavu rovnic tak, aby metoda použitá na
transformovanou úlohu dosáhla mnohem rychleǰśı konvergence, než při použit́ı na
úlohu p̊uvodńı [10]. Mezi obĺıbené předpomiňovače patř́ı neúplná LU (ILU) faktori-
zace, nebo algebraický multigrid. Mezi Krylovovy řešiče např́ıklad patř́ı:
CG - metoda sdružených gradient̊u
BiCGStab - metoda bikonjugovaných gradient̊u
GMRES - zobecněná minimálńı reziduálńı metoda
Metoda sdružených gradient̊u (CG) řeš́ı soustavy lineárńıch algebraických rovnic
Ax = b s reálnou symetrickou pozitivně definitńı matićı př́ıpadně s hermitovskou
pozitivně definitńı matićı (zkratka CG pocháźı z anglického conjugate gradients).
Jde o teoreticky velmi silný nástroj s pamět’ově nenáročným algoritmem[10, s, 81].
Zobecněná metoda minimálńıch rezidúı (GMRES - z anglického generalized mi-
nimal residual method) byla vytvořená pro matice které nejsou pozitivně definitńı.
Metoda je matematicky ekvivalentńı ke generalizované metodě sdružených gradient̊u
a k metodě ORTHODIR.
Metodu bikonjugovaných gradient̊u lze použ́ıt na obecné nehermitovské matice.
Jej́ı princip je podobný jako u CG, ale neńı zaručená konvergence.
2.2 Iteračńı (sekvenčně implicitńı) řešeńı
Iteračńı řešeńı je postup, kde je problém prouděńı a mechaniky rozdělen. V prvńım
kroku se vyřeš́ı bud’ problém mechaniky nebo prouděńı, následně je vyřešen druhý
problém již s použit́ım nejnověǰśıch informaćıch o řešeńı. V každém časovém kroku
se tento postup opakuje až do doby, kdy řešeńı dosáhne požadované přesnosti.
Nejznáměǰśımi iteračńımi metodami použ́ıvánými na soustavy rovnic popisuj́ıćı
propojeńı prouděńı s mechanikou v porézńıch médiech jsou: undrained split, fixed-
stress split, drained split a fixed stress strain split. Bylo prokázáno, že posledńı dvě
zmı́něné metody maj́ı problémy se stabilitou, narozd́ıl od prvńıch dvou metod, které
jsou robustńı a tedy stabilńı.
Metoda undrained split spoč́ıvá v uložeńı konstantńı hmotnosti kapaliny a následného
poč́ıtáńı tlak̊u pn+1/2 v polovičńım časovém kroku a poté pn+1 a stanoveńı pn+1/2 =
pn − α 1
S
∇ · (un+1/2 − un).
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Naopak v metodě fixed-stress splitting ulož́ıme konstantńı celkové objemové
napět́ı [11]. Metodu fxed-stress split si poṕı̌seme pomoćı pseudokódu:










3. Proi = 1, 2, ...,maxit:
• Pomoćı (pn,i−1h ,u
n,i−1
h ) spočti p
n,i
h
• Pomoćı (pn,ih u
n,i−1
h ) spočti u
n,i
h










h | < eps, pak jdi
na 4.









kde eps je daná přesnost a maxit je maximálńı počet iteraćı, při kterém se zastav́ı
řešeńı.
Mezi iteračńımi schématy byla tato široce použ́ıvaná metoda prokázána jako bez-
podmı́nečně stabilńı ve smyslu Von Neumannovy analýzy a globálně konvergentńı,
když uvažujeme mı́rně stlačitelný tok v homogenńım porézńım médiu [8].
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3 Numerické řešeńı Biotova modelu pro ob-
last s puklinou
V této kapitole se budeme věnovat řešeńı Biotova modelu pro oblast s puklinou.
Řeš́ıme problém vstřikováńı tekutiny do pukliny γ ve čtvercovém modelu horniny
Ω:
Obrázek 3.1: Model domény s puklinou.




} a Ω := (0, 1)× (0, 1). Následuj́ıćı model a jeho diskretizace
byly odvozeny v diplomové práci Světlany Šaušové [2].
Biotova poroelasticita je popsána systémem rovnic:
∂t(Sp+ α∇ · u)− κ4p = g
−∇ · (2µε[u] + λ(∇ · u)I) + α∇p = f
}
na (0,T)× Ω
kde neznámé jsou tlak p a posunut́ı u v oblasti Ω. ε[u] := (∇u + ∇uT/2) je
symetrická část gradientu u. Storativita S, Biot̊uv koeficient α, hydraulická vodivost
κ, Lamého parametry µ, λ, volumetrický zdroj tekutiny g a śıla f jsou dány jako
konstantńı parametry. Puklina může být prázdná (µ = λ = 0), nebo vyplněná
elastickým materiálem (µ, λ > 0).
Pro redukovaný Biot̊uv model předpokládáme, že tloušt’ka pukliny δ je vzhledem
k velikosti domény zanedbatelná. Po integraci Biotova systému přes š́ı̌rku pukliny
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źıskáme následuj́ıćı rovnice viz [2]:
δ{∂t(Sfpf + αf∇τ · uf )−∇τ · (κf∇τpf )}
+F+ + F− − ∂tG = δgf na (0,T)× γ,
(3.1)
δ−∇τ · (2µfετ [uf ] + λf (∇τ · uf )I) + αf∇τpf
+Q+ +Q− −∇τ · R = δf f na (0,T)× γ.
(3.2)
Zde pf , uf jsou neznámé v puklině, Sf , αf , κf , gf , µf , λf , ff jsou fyzikálńımi
konstantami v puklině, ∇τ a ετ znač́ı tečný gradient v γ a jeho symetrickou část.
V daľśı části budeme použ́ıvat toto označeńı: symbol n± je jednotkový normálový
vektor k γ v horńım (+) / dolńım (-) směru a p±,u± znač́ı tlak a posunut́ı ze
spodńıho p+, u+ / dolńıho p−, u− směru. Neznámé F±, Q± reprezentuj́ı toky a
normálová napět́ı p̊usob́ıćı na obou stranách pukliny aG, R jsou podmı́nky vznikaj́ıćı
z dimenzionálńı redukce:
F± := F±(p, pf ) =
2
δ
κf (pf − p±), (3.3)
G := G(u) = αf (u
− − u+) · n+, (3.4)
Q± := Q±(p,u,uf ) =
2
δ
(µf (uf − u±) + (µf + λf )((uf − u±) · n±)n±)
+µf∇τ (u± · n±) + λf (∇fu±)n± − αfp±n±,
(3.5)
R := R(u) = −µf (u− − u+)⊗ n+ + λf (u− − u+) · n+I. (3.6)
Systém (3.1) - (3.2) je spojen s rovnicemi (4) na Ω pomoćı podmı́nek na rozhrańı:
κ∇p± · n± = F±, (2µε[u±] + λ(∇ · u±)I)n± − αp±n± = Q± na (0, T )× γ.
(3.7)





]T uvažujeme homogenńı Neumannovy podmı́nky jak
pro prouděńı tak pro mechaniku.
Označme si následuj́ıćı části hranice: ΓL := {0}×(0, 1) jako levou stranu, ΓTB :=
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(0, 1)×{0, 1} jako horńı a dolńı stranu, ΓR := {1}×(0, 1) jako pravou stranu hranice
Ω. Dále necht’ γR := {xR}, kde xR := [1, 12 ]
T je pravý konec pukliny.
Rovnice Biotova systému na Ω a na γ jsou doplněny o tyto okrajové podmı́nky:
• Tekutina je vstřikována do pukliny pod daným tlakem pin:




t), t < T/2,
1, t ≥ T/2
pro t ∈ (0, T ).
• Tlak na levé straně je pevně daný
p = 0 na (0, T )× ΓL. (3.8)
• Deformace na horńı a dolńı straně je rovna nule:
u = 0 na (0, T )× ΓTB. (3.9)
• Pravá strana stejně jako vněǰśı okraj pukliny se může deformovat pouze ve
vertikálńım směru:
u1 = 0 na (0, T )× ΓR, uf1 = 0 na (0, T )× γR. (3.10)
• Ve zbytku hranice uvažujeme homogenńı Neumannovy podmı́nky.
V počátečńım čase t = 0 je systém v klidu, tedy:
p(0, .) = pf (0, .) = 0 u(0, .) = uf (0, .) = 0. (3.11)
Pomoćı slabé formulace najdeme řešeńı (p, pf ,u,uf ) v odpov́ıdaj́ıćıch prostorech
funkćı uspokojuj́ıćı počátečńı a okrajové podmı́nky takové, že:
d
dt





(Sfpf + αf∇τ · uf ,qf )γ + κf (∇τpf ,∇τqf )γ
}
+ (F+ + F−, qf )γ −
d
dt
(G, qf )γ = δ(gf , qf )γ,
(3.13)
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2µ(ε[u], ε[v])Ω + λ(∇ · u,∇ · v)Ω − α(p,∇ · v)Ω




2µf (ετ [uf ], ετ [vf ])γ + λf (∇τ · uf ,∇τ · vf )γ − αf (pf ,∇τ · vf )
}
+ (Q+ +Q−, vf )γ + (R,∇τvf )γ = δ(ff , vf )γ
(3.15)
pro všechny testovaćı funkce (q, qf ,v,vf ) a všechny časy v (0, T ). Výraz (f, g)Ω
zde znač́ı integrál součinu fg přes Ω. Detaily odvozeńı slabé formulace a definice
prostor̊u lze nalézt v [2].
Pro numerické řešeńı použijeme nespojité Galerkinovy metody pro diskretizaci
rovnic na Ω a metodu konečných prvk̊u pro rovnice na γ. Necht’ Th je triangulace śıtě
Ω, tj množina vzájemně disjunktńıch trojúhelńıkových prvk̊u tak, že ∪E∈ThE = Ω.
Množina všech stran element̊u v Th bude označena jako Eh a množina vnitřńıch
stran jako Eh,int. Předpokládáme, že Th je kompatibilńı s γ, tj je zde podmnožina
vnitřńıch stran Eh,γ ⊂ Eh,int tak že ∪F∈Eh,γF = γ.
Pro prostorovou diskretizaci na Ω uvažujeme funkce které jsou po částech lineárńı
na elementech z Th, ale obecně nespojité na Ω. V puklině uvažujeme funkce po
částech lineárńı na okraj́ıch Eh,γ a spojité na γ. Důvodem užit́ı nespojitých poĺı na
Ω je, že softwary založené na metodě konečných prvk̊u jako např́ıklad FEniCS ne-
podporuj́ı vnitřńı nespojitosti podél puklin. Spojitost na rozhrańı vnitřńıch element̊u
je vynucena dodatečnými podmı́nky ve formulaci.
Pro dočasnou diskretizaci bereme diskrétńı časový krok 4t := T/N , kde N
je pozitivńı celé č́ıslo. V diskrétńıch časech n4t budou funkce označeny horńım
indexem ()n. Časové derivace budou aproximovány implicitńı Eulerovou metodou,
tj ∂tf|t=n4t ≈ f
n−fn−1
4t .
Diskrétńı problém je: Najděte {(pnh, pnfh,unh,unfh)}Nn=1 tak, že
1
4t
(Spnh + α∇ · unh, qh)Ω + κ(∇p
n
h,∇qh)Ω − (F n+h , q
+

















[[pnh]], [[qh]])F = (g, qh)Ω +
1
4t














+ (F n+h + F
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(Gn−1h , qf )γ,
(3.17)
2µ(ε[unh], ε[vh])Ω + λ(∇ · unh,∇ · vh)Ω − α(pnh,∇ · vh)Ω
−(Qn+h ,v
+









(λ{{∇ · unh}}, [[vh]]n+)F − (λ[[unh]], {{∇ · vh}}n+)F


















h ,vfh)γ + (R
n
h,∇τvfh)γ = δ(f f ,vfh)γ,
(3.19)












fh) a R(unh). Dále {{f}} := (f+ +
f−)/2, [[f ]] = f+ − f−, a Γ > 0 je uživatelem definovaný parametr (např. Γ = 103).
Zp̊usob řešeńı byl implementován do již existuj́ıćıho výpočetńıho kódu pro re-
dukovaný Biot̊uv systém. Abstraktńı zápis problému (3.16)-(3.19) vypadá v kódu
takto:
a(s, t) = l(t) (3.20)
kde s je vektor řešeńı a t vektor testovaćıch funkćı.
Numerické řešeńı Biotova modelu je implementováno pomoćı knihovn FEniCS -
programováńı konečných prvk̊u neboli Finite Element (FE) Programming v jazyce
Python. FEniCS je open-source výpočetńı platforma založená na řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic (Partial Diferential Equations - PDE), která umožňuje uživatel̊um
přeložit matematické modely do efektivńıho kódu konečných prvk̊u (FE). Ve výpočetńı
platformě FEniCS je možné programovat v C++ i v Pythonu, ale pro náš př́ıpad
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byl použit jazyk Python.
Všechny výpočty byly provedeny na poč́ıtači s procesorem Intel(R) Core(TM)
i5-8250U CPU @ 1.60GHz 1.80GHz a operačńı pamět́ı 8GB.
Při výpočtech byly použ́ıvány tyto hodnoty fyzikálńıch parametr̊u:

















Jak již bylo vysvětleno v kapitole 2.1, monolitické řešeńı soustavy znamená řešeńı
soustavy v celku. Rovnice jsou zde zapsány ve formách a, l. Ve formě a je součet
levé strany rovnic (3.16) - (3.17), ve formě l je součet pravé strany rovnic (3.16) a
(3.17).
Ve výpočetńı knihovně FEniCS je výpočet tedy zapsán v této formě:
Obrázek 3.2: Monolitické řešeńı zapsané v knihovně FEniCS
kde solver parameters určuje parametry našeho řešiče: nejdř́ıve vyb́ıráme samo-
statný řešič, poté předpomiňovač.
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Pro náš problém jsme srovnávali časovou náročnost LU faktorizace (bez
předpodmiňovače) a metody bikonjugovaných gradient̊u (předpodmiňovač ILU - ne-
kompletńı LU faktorizace). Daľśı zkoušená metoda, GMRES, na těchto rovnićıch ne-
zkonvergovala. Měř́ıme čas pouze samotného výpočtu, obě metody byly spuštěny na
intervalu deseti časových krok̊u. Z těchto deseti krok̊u byl poté vypoč́ıtán pr̊uměrný
čas výpočtu a směrodatná odchylka. Metody jsme srovnávali pro r̊uzné velikosti śıtě,
kde nx je počet element̊u śıtě ve směru x/y.
Tabulka 3.2: Srovnáńı časového řešeńı řešič̊u s předpodmiňovači v závislosti na ve-
likosti śıtě
Řešič, předpodmiňovač Řešič, předpodmiňovač
LU, žádný BICGSTAB, ILU
nx t pr̊uměr [s] směrodatná odchylka t pr̊uměr [s] směrodatná odchylka
8 3,44 0,033 3,67 0,183
16 12,99 0,118 13,16 0,348
32 50,11 3,041 54,07 0,541
64 207,57 2,638 228,08 1,357
V tabulce 3.1 je vidět, že z tohoto srovnáńı je rychleǰśı LU metoda. BiCGstab je
na tomto modelu pomaleǰśı, vzhledem k tomu, že ILU je sice robustńı, ale ne ideálńı
předpodmiňovač. Je potřeba ale myslet na to, že LU faktorizace neńı použitelná na
velké soustavy rovnic.
Maximálńı velikost śıtě byla 64 × 64 × 2 element̊u, a časový nár̊ust řešeńı v
závislosti na nx byl u LU faktorizace a metody bikonjugovaných gradient̊u kvadra-
tický, můžeme tedy očekávat, že LU faktorizace bude tedy i pro větš́ı śıt’ rychleǰśım
řešičem, dokud nenastane problém zaplněńı paměti.
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Graf. 3.1: Časové srovnáńı dvou monolitických metod
3.2 Aplikace fixed stress splitting
Řešeńı Biotova systému iteračńım zp̊usobem je př́ıstup, který zahrnuje postupné
implicitńı řešeńı prouděńı a elasticity s využit́ım nejnověǰśıch informaćı o řešeńı,
kdy iterace prob́ıhá v každém časovém kroku až do konvergence.
Namı́sto řešeńı systému (3.15) - (3.18) plně propojeným zp̊usobem, je obĺıbenou
alternativou použit́ı iteračńıch metod, které odděluj́ı mechaniku od problému s
prouděńım a umožňuj́ı efektivńı řešeńı a předpomı́něńı jednotlivých podproblémů.
Zde omezujeme naše úvahy na široce použ́ıvanou metodu fixed stress splitting a
přizp̊usob́ıme myšlenku Mikeliće a Wheelerové [11], která považuje zachováńı umělé
objemové konstanty napět́ı za umělou [8].
Iteračńı schéma definuje sekvenci (pn,i, un,i, pn,if , u
n,i







h je každý iterát definován ve dvou kroćıch. Prvně je problém
prouděńı řešen nezávisle. Poté je řešen problém mechaniky (posunut́ı) pomoćı nově
spoč́ıtaného tlaku v doméně a v puklině. Do rovnic byl přidán relaxačńı parametr
β. Formy a a l lze rozdělit podle rovnic:
a = aflow + amech (3.21)
l = lflow + lmech (3.22)
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Výpočet tlaku a posunut́ı v abstraktńım zápisu:
aflow(sflow, tflow) = lflow(tflow),
amech(smech, tmech) = lmech(tmech),
(3.23)
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Pro rovnice uvažujeme tři relaxačńı parametry: fyzikálně motivovaný parametr βcl
a parametry βλ, βopt, odvozené analýzou Mikélica a Wheelera [11], které jsou platné






























kde d, df je dimenze. Biot̊uv model je 2D model, tedy dimenze domény je d = 2, a
dimenze pukliny je df = 1.
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Obrázek 3.3: Iteračńı řešeńı zapsané v knihovně FEniCS.
Metodu fixed stress splitting můžeme zapsat pomoćı pseudokódu takto:






















3. Proi = 1, 2, ...,maxit:











































fh )| < eps, pak jdi na 4.

















Po aplikaci iteračńıho schématu jsme ověřovali přesnost řešeńı. Vzhledem k tomu,
že rovnice nemaj́ı analytické řešeńı, chyba se poč́ıtá jako absolutńı hodnota z rozd́ılu





kde pite, pmono je vektor stupň̊u volnosti pro tlak v Ω spočtený iteračně, resp. mono-
liticky, přičemž monolitické řešeńı se považuje za přesné, a obdobně pro posunut́ı.
26
Tabulka 3.3: Absolutńı hodnota relativńı chyby iteračńıho schématu oproti monoli-
tickému řešeńı v konečném čase v závislosti na zvolené přesnosti.
|mono− ite|
eps ep epf eu euf
1,00E-05 2,40E-06 8,30E-08 1,00E-06 8,30E-08
1,00E-06 5,60E-07 8,30E-08 3,30E-08 5,00E-09
1,00E-07 4,20E-08 5,50E-09 2,30E-09 2,90E-10
1,00E-08 2,00E-09 2,20E-10 9,80E-11 1,10E-11
Naš́ım ćılem bylo mı́t tak přesné řešeńı, že chyba bude menš́ı než 1−6 v tlaku i
posunut́ı (v doméně i v puklině). Z tabulky 3.2 je vidět, že tento požadavek splňuje
eps = 10−6. Největš́ı chyba se vždy vyskytovala v doméně, přičemž tlak p byl naš́ı
určuj́ıćı hodnotou, podle které jsme přesnost řešeńı určovali. V puklině byla vždy
odchylka menš́ı, než v doméně. Z tabulky 3.2 je vidět, že přesnost řešeńı roste,
a tak můžeme usoudit, že iteračńı schéma je konvergentńı. Výpočty přesnosti byly
provedeny v ParaView, pomoćı funkce Calculator. ParaView je open-source aplikace
pro analýzu a vizualizaci.
Souběžně se zjǐst’ováńım postačuj́ıćı přesnosti jsme testovali, který parametr β je
pro iteračńı schéma ten nejvhodněǰśı. Prvńım testem bylo srovnáńı iteraćı a časové
náročnosti všech tř́ı parametr̊u v závislosti na velikosti śıtě.
Tabulka 3.4: Měřeńı počtu iteraćı a časové náročnosti parametr̊u v závislosti na
velikosti śıtě při eps = 10−6.
βλ βcl βopt
nx n ite n ite n ite
16 37 33 16
32 34 33 16
64 34 33 17
Prvńım poznatkem je, že jakýkoliv relaxačńı parametr β zajǐst’uje stabilńı počet
iteraćı, nezávisle na velikosti śıtě. Druhým poznatkem je fakt, že při použit́ı βopt
klesl počet iteraćı o polovinu vzhledem k βcl. Vzhledem k výsledk̊um z tohoto testu
jsme usoudili, že pro analýzu konvergence použijeme relaxačńı parametr βopt.
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3.3 Analýza konvergence
V této kapitole se soustřed́ıme na vliv r̊uzných parametr̊u výpočetńıho modelu na
počet iteraćı.
Naš́ım ćılem je zjistit, jaký násobek relaxačńıho parametru βopt je ten nejvhodněǰśı,
proto jsme provedli test závislosti počtu iteraćı na hodnotách relaxačńıho parametru
















mluv́ıme o násobku c obou parametr̊u β a βf , vzhledem k tomu, že parametry vždy
měńıme zároveň a jejich vliv na počet iteraćı je propojen.
Graf. 3.2: Závislost počtu iteraćı na hodnotě beta při nx = 16 a eps = 10−6.
Z grafu 3.2 vid́ıme, že pokud se relaxačńı parametr rovná nule, počet iteraćı
se limitně bĺıž́ı k nekonečnu; takovýto kód obvykle nezkonverguje. Nejmenš́ı počet
iteraćı β je v hodnotě β = 0, 25, což je rovno 1 ∗ betaopt, dále hodnoty lineárně
stoupaj́ı. Vzhledem ke zvoleným parametr̊um v grafu 3.3 splývaj́ı hodnoty βcl, βλ.
V daľśı analýze jsme zkoumali vliv parametr̊u Biotova modelu, které maj́ı př́ımý
vliv na parametr β. Relaxačńı parametr β záviśı na těchto třech parametrech: α, µ
a λ, a ekvivalentně parametr βf záviśı na αf , µf a λf , je-li α = αf = 0, pak rov-
nice elasticity a rovnice prouděńı nejsou propojené. Vı́me, že s rostoućım α, αf roste
i počet iteraćı. V daľśıch testech jsme zjǐst’ovali souvislost mezi těmito parametry
výpočetńıho modelu a relaxačńım parametrem. Následuj́ı testy, kdy jsme postupně
měnili hodnoty těchto fyzikálńıch parametr̊u: (µ, µf ), (λ, λf ), (λf , µf ), (λ, λf , µ, µf ), (κ, κf ).
Při závislosti na změně druhého Lamého parametru (µ, µf ) jsme postupně prověřili
dvojice parametr̊u (1; 0, 5), (10; 5), (0, 1; 0, 05) a (1; 1), (1; 0, 1), (1; 0, 01). Prvńı dvo-
jice parametr̊u (1; 0, 5) je p̊uvodńı sada parametr̊u, tedy graf závislosti počtu iteraćı
na parametru β je stejný jako graf 3.2.
28
Graf. 3.3: Závislost počtu iteraćı na parametru β při druhém Lamého
parametru (µ, µf ) = (10; 5).
Z grafu 3.3 můžeme vidět, že při změně velikosti druhého Lamého parametr̊u v
doméně i v puklině se změńı i nejvhodněǰśı hodnota relaxačńıho parametru βopt, z
p̊uvodńıho c = 1 na c = 7
10
. Pokud se tedy zvětš́ı drhué Lamého parametry, klesne
hodnota optimálńıho násobku relaxačńıho parametru a počet iteraćı s velikost́ı hod-
noty β prudce lineárně roste. βλ i βcl při této sadě druhých Lamého parametr̊u
poskytuj́ı větš́ı počet iteraćı.
Graf. 3.4: Závislost počtu iteraćı na parametru β při druhém Lamého
parametru (µ, µf ) = (0, 1; 0, 05).
Z grafu 3.4 vid́ıme, že při (µ, µf ) = (0, 1; 0, 05) je nejvhodněǰśım násobkem c =
3/2. Při zmenšeńı druhého Lamého parametru se také parametry βλ a βcl přibĺıž́ı k
optimálńı hodnotě relaxačńıho parametru.
Ve druhém testu byl konstantńı parametr µ a postupně zmenšován paremetr µf






Graf. 3.5: Závislost počtu iteraćı na parametru β při druhém Lamého
parametru (µ, µf ) = (1; 1).
Z grafu 3.5 vid́ıme, že při µ = µf = 1 z̊ustává nejvhodněǰśım násobkem parame-
tru βopt c = 1. Vzhledem ke zvoleným parametr̊um v grafu splývaj́ı hodnoty βcl a
βλ.
Graf. 3.6: Závislost počtu iteraćı na parametru β při druhém Lamého
parametru (µ, µf ) = (1; 0, 1).
Z grafu 3.6 vid́ıme, že při (µ, µf ) = (1; 0, 1) z̊ustává nejvhodněǰśım násobkem
parametru βopt c = 1. βλ poskytuje stejný počet iteraćı jako βcl, i když má každý
parametr jinou hodnotu.
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Graf. 3.7: Závislost počtu iteraćı na parametru β při druhém Lamého
parametru (µ, µf ) = (1; 1).
Z grafu 3.7 vid́ıme, že nejvhodněǰśım parametrem je stále 1·βopt. Pokud srovnáme
grafy 3.5 - 3.6, vid́ıme, že při změně poměru druhého Lamého parametru v doméně
a v puklině z̊ustává hodnota nejlepš́ıho násobku a relaxačńı parametr stabilńı.
Dále jsme proměřili závislost relaxačńıho parametru na změně prvńıho Lamého
parametru (λ, λf ). Postupně jsme tedy měnili parametry: (1; 0, 5), (10; 5), (0, 1; 0, 05)
a (1; 1), (1; 0, 1), (1; 0, 01). Prvńı dvojice parametr̊u (1; 0, 5) je p̊uvodńı sada para-
metr̊u, tedy graf závislosti počtu iteraćı na parametru β je stejný jako graf 3.2.
Graf. 3.8: Závislost počtu iteraćı na parametru β při prvńım Lamého
parametru (λ, λf ) = (10; 5).
Z grafu 3.8 vid́ıme, že při zvětšeńı prvńıho Lamého parametru v doméně i v
puklině se také zvětš́ı násobek optimálńıho relaxačńıho parametru c = 3/2. βcl v
tomto př́ıpadě poskytuje stejný počet iteraćı jako βλ.
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Graf. 3.9: Závislost počtu iteraćı na parametru β při prvńım Lamého
parametru (λ, λf ) = (0, 1; 0, 05).
Při zmenšeńı prvńıho Lamého parametru v doméně i v puklině se i zmenš́ı c na
c = 9/10, viz graf 3.9.
Graf. 3.10: Závislost počtu iteraćı na parametru β při prvńım Lamého
parametru (λ, λf ) = (1; 1).
Z grafu 3.10 je vidět, že při λ = λf = 1 je optimálńım násobkem c = 1. Vzhledem
ke zvoleným parametr̊um zde splývaj́ı hodnoty βλ a βcl.
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Graf. 3.11: Závislost počtu iteraćı na parametru β při prvńım Lamého
parametru (λ, λf ) = (1; 0, 1).
Graf. 3.12: Závislost počtu iteraćı na parametru β při prvńım Lamého
parametru (λ, λf ) = (1; 0, 01).
Z graf̊u 3.11 a 3.12 vid́ıme, že zmenšeńı velikosti λf nemá vliv na změnu c.
Násobek optimálńıho relaxačńıho parametru z̊ustává c = 1. Dále jsme provedli test
závislosti počtu iteraćı na Lamého parametrech pouze v puklině.
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Graf. 3.13: Vliv prvńıho a druhého Lamého parametru v puklině na počet iteraćı,
(λf , µf ) = (1; 0, 5).
Z grafu 3.13 vid́ıme, že při změně Lamého parametr̊u v puklině je nejlepš́ı násobek
parametru βopt roven c = 1.
Graf. 3.14: Vliv prvńıho a druhého Lamého parametru v puklině na počet iteraćı,
(λf , µf ) = (10; 5)
Pokud změnš́ıme oba parametry v puklině, stane se optimálńım parametrem βopt
s násobkem c = 9
10
, viz graf 3.14.
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Graf. 3.15: Vliv prvńıho a druhého Lamého parametru v puklině na počet iteraćı,
(λf , µf ) = (0, 1; 0, 05)
I při desetinásobném zmenšeńı oproti p̊uvodńım parametr̊um je optimálńım
násobkem c = 1, viz graf 3.15.
Nyńı se tedy pod́ıváme na to, jak se parametry chovaj́ı, pokud se měńı oba dva
Lamého parametry současně.
Graf. 3.16: Vliv prvńıho a druhého Lamého parametru na počet iteraćı,
(λ, λf , µ, µf ) = (10; 5; 10; 5)
V př́ıpadě zvětšeńı obou dvou Lamého parametr̊u se celkově zmenš́ı počet iteraćı
potřebných k dosažeńı dané přesnosti, viz graf 3.16. Násobek optimálńıho parametru
je nyńı c = 1.
35
Graf. 3.17: Vliv prvńıho a druhého Lamého parametru v puklině na počet iteraćı,
(λ, λf , µ, µf ) = (0.05; 0, 1)
Z grafu 3.17 vid́ıme, že ani při zmenšeńı obou dvou Lamého parametr̊u se nezměńı
optimálńı násobek, který z̊ustává c = 1. Z graf̊u 3.16 a 3.17 vid́ıme, že pokud
měńıme oba Lamého parametry najednou, relaxačńı parametr se chová v́ıce stabilně
a tak se pro oba př́ıpady dá použ́ıt násobek parametru c = 1. Pokud se změńı
parametr κ, neboli hydraulická vodivost, nemělo by to mı́t na relaxačńı parametr β
př́ımý d̊usledek, a t́ım pádem by měl počet iteraćı při r̊uzných hodnotách κ z̊ustávat
konstantńı.
Tabulka 3.5: Vliv konduktivity na počet iteraćı
(κ, κf)
(1; 10) (0,01; 0,1) (0,1; 1)
βλ 25 34 32
βcl 25 34 32
βopt 12 19 15
Můžeme vidět, že počet iteraćı z̊ustává přibližně stejný, i když malý vliv hyd-
raulická konduktivita na počet iteraćı má. V počtu iteraćı se to ale nijak zásadně
neprojev́ı, obzvlášt’ u parametru βopt, viz tabulku 3.6.
V posledńı řadě jsme provedli výpočty na pseudo-reaálných parametrech a srov-
nali tak jak monolitické řešeńı (LU metoda), tak iteračńı (fixed stress splitting). Při
testech byla postupně měněna velikost śıtě a zachována přesnost eps = 10−6.
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Tabulka 3.6: Srovnáńı LU metody a metody fixed stress-splitting na pseudoreálných
parametrech v závislosti na změně velikosti śıtě.
monoliticky iteračně
LU fixed stress splitting
nx t[s] sm. odchylka t[s] sm. odchylka n ite
16 5,79 1,87 6,87 2,27 3
32 33,25 6,21 29,60 4,33 3
64 X X 92,33 11,02 3
Z tabulky 3.6 vid́ıme, že při nx = 16 je rychleǰśı LU metoda, ale při zvětšeńı
śıtě se už jako časově úsporněǰśı řešič ukazuje iteračńı metoda fixed stress-splitting.
Obě metody byly proměřeny v deseti časových kroćıch a z těchto deseti krok̊u byl
vypoč́ıtán pr̊uměr a směrodatná odchylka. Vid́ıme, že směrodatná odchylka je mno-
hem větš́ı, než při použit́ı zkušebńıch parametr̊u: časová náročnost řešeńı jednoho
časového kroku je tedy nepř́ılǐs stabilńı. Při nx = 64, tedy při velikosti śıtě 64×64×2
element̊u LU metoda nezkonvergovala z d̊uvodu nedostatku paměti, což je jeden z
hlavńıch nevýhod LU metody. Metoda fixed stress-splitting při eps = 10−6 zkonver-
govala po třech iteraćı nezávisle na velikosti śıtě. Pro metodu fixed stress-splitting
byl použitý relaxačńı parametr 1·βopt, 1·βfopt. Testy byly prováděny pro tyto pseudo-
reálné parametry:

















Obrázek 3.4: Vizualizace tlaku v doméně v konečném čase.
Obrázek 3.5: Vizualizace vektoru posunut́ı v doméně v konečném čase.
Obrázky 3.4 a 3.5 byly vloženy pro lepš́ı pochopeńı a vizualizici problému. Toto
řešeńı bylo spočteno na výpočetńıch parametrech.
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4 Závěr
V této práci byly vyzkoušeny monolitické metody řešeńı Biotova modelu a následně
byly porovnány na základě časové náročnosti. Na již existuj́ı kód byla aplikována
metoda fixed stress-splitting a provedena analýza konvergence v závislosti na para-
metrech modelu.
Po všech provedených testech usuzujeme, že nejlepš́ım parametrem je parametr
βopt, ale neexistuje násobek relaxačńıho parametru, který by obecně vyhovoval všem
př́ıpad̊um a parametr̊um modelu. Nejčastěji objevované hodnoty násobku c byly
c = 1, c = 3/2, c = 9/10 a c = 7/10, tento násobek se měńı při změně velikosti obou
Lamého parametr̊u, jak v doméně tak v puklině, pokud daľśı parametry z̊ustanou
nezměneny. Pokud měńıme pouze pod́ıl mezi prvńım nebo druhým Lamého para-
metrem v doméně a v puklině, nemá to na počet iteraci vliv.
Výhodou iteračńıho řešeńı je efektivněǰśı předpodmı́něńı úloh prouděńı/mechaniky
oproti monolitickému řešeńı, kde muśıme použ́ıvat robustńı metody určené pro
obecné regulárńı matice. Velkou výhodou oproti monolitickému řešeńı je v tomto
př́ıpadě možnost spočteńı řešeńı i pro větš́ı śıtě. Daľśı výhodou iteračńıho schématu
je volba přesnosti (v textu zmiňováno jako eps), pokud v́ıme, že nám postačuje
určitá přesnost a tud́ıž ušetř́ıme čas oproti monolitickému řešeńı a také možnost
propojeńı s r̊uznými softwary pro prouděńı a mechaniku.
Nevýhodou iteračńıho řešeńı je vysoká citlivost relaxačńıho parametru na fy-
zikálńı parametry modelu. Nevhodné zvoleńı relaxačńıho parametru může prodloužit
dobu řešeńı a zvýšit počet iteraćı.
Práce navazuj́ıćı na tuto by se mohly zabývat vlivem r̊uzných předpomiňovač̊u na
časovou náročnost řešeńı při použit́ı monolitického řešeńı, podrobněǰśımu zkoumáńı
parametru α na počet iteraćı metody fixed-stress splitting a srovnáńı iteračńıho a
monolitického řešeńı při změně fyzikálńıch parametr̊u, tak jako bylo ukázáno v této
práci při analýze konvergence.
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https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0893965917300034
[9] LANGNTANGEN, H. P. a LOGG, A. Solving PDEs in Python – The
FEniCS Tutorial Volume I. [online], 18. zář́ı, 2017, s. 121. Dostupné z:
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